II1.3 Faktor Yiiklerinin Tek Olmayishgi

Esitlik (3.3) ile verilen X — u = LF + & modelini ele alalim. Ortak faktor sayisinin m >

1 olmasi durumunda L faktor yiikleri matrisi ortogonal bir matris ile tek tiirlii belirlenebilir. Bu
belirlemenin sonucu olarak faktdr yiiklerinin tek olmadigint ama yeni faktor yiiklerinin de ¥ =

LL' + V¥ esitligindeki kovaryans matrisini tekrar tiiretebilecegini soylemek miimkiindiir.

Gergekten T:m X m boyutlu bir ortogonal matris olsun. Biliyoruz ki TT' =T'T =1

dir. Simdi TT' terimini verilen faktér modeline asagidaki gibi katalim.
X—p=LF+e=LTT'F+e=(UT)(T'F)+e=LF +¢ (3.16)

yazilabilir. Burada L* = LT ve F* = T'F olup, bu yeni modele gore yeni faktor yiikleri matrisi
L*:p X m matrisi iken yeni ortak faktorler vektorii F*:m X 1 vektorii olacaktir. Bu sebeple
faktor yiikleri tek degildir, ancak bu tek olmayisligin belirlenmesi tek tiirliidiir, yani sadece bir
ortogonal matris yardimiyla yapilabilir. Her ne kadar faktdr yiikleri tek olmasa da bu durum
kovaryans matrisinin faktorlesmesini etkilemez. Yani kovaryans matrisinin faktorlesme yapisi
her iki faktor yiiklerinden de ortaya ¢ikarilabilir. Bir diger ifadeyle X kovaryans matrisi L faktor
yiikleri ile tiiretilebildigi gibi matrisi L* faktor yiikleri ile de tiiretilebilir. Soyle ki; X kovaryans

matrisinin L faktor yiiklerinden tiiretilmesini veren faktorlesme yapisini ele alalim.
S=LL+¥Y=LTT'L +¥=(UDT'L +¥ = LT)LT) +¥ =L'L"' + ¥

elde edilir. Goriildiigii gibi L faktor yiikleri ile L* = LT faktor yiikleri genellikle birbirlerinden
farkl1 olmalarma ragmen her ikisi de sistemdeki degigkenlere ait kovaryans yapisini

aciklayabilirler.

Boylece Esitlik (3.16)’da verilen yeni modelin ortak faktorleri olan F* = T'F faktorleri de
ortogonal faktdor modeline ait varsayimlari saglar. Yani E (E *) =0,C ov(E *) =1I, ve

Cov(F*, £) = [0] oldugu gdsterilebilir.

v E(F)=E(T'F)=T'E(F)=T'x0=0

v’ Cov(F*) = Cov(T'F) =T'Cov(F)T =T'[,,T =T'T = I,

v Cov(F*,&) = Cov(T'F,e) =T'Cov(F,&) = T' x [0] = [0].

Bu varsayimlarla birlikte hata vektériine ait £ (¢) = 0 ve Cov(e) = ¥ oldugu varsayimlari

da dikkate alindiginda Esitlik (3.16) ile verilen yen faktér modeli de bir ortogonal faktor
modelidir.



Ortogonal faktér modelinde model gegerliliginin 6nemli kriterlerinden birisi olan
degiskenlere ait komiinaliteler (hjz)yeni faktor yiiklerinden etkilenmezler. Bu durum ortogonal
faktor modelinin 6nemli avantajlarindan birisidir. Esitlik (3.3) ile verilen ortogonal faktor
modelinde X; degiskenine ait komiinalite Esitlik (3.9) da ifade edildigi gibi hjz = l]-z1 + l]-z2 +
e l]-zm , (j=1,2,..,p) dir. Bu hj2 komiinalitesi L faktdr yiikleri matrisinin j-nci satiridaki

elemanlarinin kareleri toplamidir. Eger L matrisinin j-nci satirim [; = [ljl iz . ] ile

gosterirsek, o zaman kareler toplami (veya komiinalite) vektdr notasyonu ile hjz = I;l jseklinde
yazilir. Esitlik (3.16) ile verilen yeni faktor yiikleri ile tanimlanan ortogonal faktor modeline ait
L* = LT faktor yiikleri matrisinin j-nci satiri f‘j' = L'jT seklinde olup, yeni modelde X;

degiskenine karsilik gelen komiinalite;

B? =1L = T)UT) =TT =1l = j =1,2,..,p (3.17)

olarak elde edilir. Goriildiigii gibi komiinaliteler, faktor yiikleri lizerine uygulanan ortogonal
doniisiimlerden etkilenmemektedir. Burada h? = 17, + 5 + -+ 12, =11, (j = 1,2,..,p)
komtinalitesi aym1 zamanda faktér yiiklerinin m-boyutlu uzayinda orijinden
U= [ljl iy .. ljm] noktasina olan uzakliktir. Esitlik (3.17)’ye gore [;L; uzaklig, ["]'f‘]
uzakligi ile ayni oldugundan [ = [l}‘1 Ly . l]’-km] noktalari, ['; = [ljl iz .. ljm]
noktalarindan dondiiriilerek elde edilebilir. Buna gore bir vektoriin bir ortogonal matris ile
carpimi, eksenlerin dondiiriilmesine denktir. Sonug olarak L ve L* faktor yiikleri matrisinin her
ikisi de ayn1 yorumu verecektir. LL' = L*L*’ matrisinin esas kdsegen elemanlar1 j-nci degiskene

ait komiinalite olup, komiinaliteler T matrisinden bagimsizdir.

Eger kitle kovaryans matrisi olan ¥ matrisi bilinmiyorsa ortogonal faktér modeli i¢in

ayn1 islemler, kitleden ¢ekilen n birimlik 6rneklemden hesaplanacak olan 6rnek kovaryans

matrisi S = ﬁ - - X)’ tizerinde tekrarlanir.

Esitlik (3.3) ile verilen X —pu = LF + ¢ modeli tizerinde gergeklestirilen biitin bu

islemlerin, Esitlik (3.4) ile verilen ve standart degiskenlerden tiiretilen Z = LF + ¢ faktor

analizi modeli i¢in de gecerli oldugu gosterilebilir.

Faktor analizinde esas amag L = [ljk] faktor yiikleri matrisinin elde edilmesidir. Bundan

baska j-ni degisken (X j) ile k-nc1 faktor (fy) arasindaki iliskiyi gosteren ve faktor yapt matrisi



ad1 verilen H:p X m matrisi ile ortak faktorler i¢in korelasyon matrisi adi verilen ©:m X m

matrisinin bulunmasi da amagclar arasindadir.

Esitlik (3.3) ve (3.4) ile verilen faktor analizi modelleri p tane degisken tizerinde n tane

birime ait 6l¢iimlere (veri matrislerine) gore formiile edilebilir.

X — u = LF + ¢ faktor modelinde, esitligin sol tarafinda yer alan X — u = X vektorii

ortalamadan sapma vektorii olarak bilinir. Baglangig veri matrisi X = [X; X, .. Xp|ipxn

iken ortalamadan sapmalar veri matrisi X, = [& -u X,—u

X, — E] ve standart veri

matrisi Zpx, = [Z1 Z, .. Z,]olmak iizere, tiim veri iizerinden faktor modeli:
Xpsen = LpscnFnscns + ByxpUpcn (3.18)
veya
Zpxn = LpxmFmxn + BpxpUpxn (3.19)

seklinde yazilabilir. Bu modeller igin E(F) = [0], Cov(F) = I,,,, E(U) = [0], cov(U) = I,, ve
Cov(BU) = BCov(U)B' = BB' = Ki')s[blz, bz, .., bzz,] varsayimlari  saglandiginda
modeller ortogonal faktor modeli adini alir. Burada Ly, : faktor yiikleri matrisi ve Fy, y,,: faktor

skorlar1 matrisidir. Faktor skorlar1 matrisi;
_L‘l -
f

F= seklinde m X n boyutlu yeni bir veri matrisi olup her bir satir vektorii bir faktore ait

fo

n tane birimin faktor skorunu kapsamaktadir. Yani k = 1, 2, ..., m olmak tizere n tane birimin

k-nc1 faktor skorlart, fi, = [fx1 frz - finl seklinde bir satir vektoridiir.

Bpxp = K6§[b1, by, .. bp] seklinde katsayilarin kosegen matrisi iken Upyy,: Ozel faktor
(hata) matrisidir.Bu modeller i¢in kovaryans yapisinin aciklanmasi ise sirasiyla Esitlik (3.18)

ile verilen model i¢in;
Cov(X*) =X =LL +BB', (BB'=W¥)ve
Cov(Z) =Kor(X*) =R=LL +BB', (BB =Y)

seklinde olacaktir. Ayrica Cov(X*, F) = L ve Cov(Z, F) = L’dir.



Esitlik (3.18) ve (3.19) modellerinde 6zel faktore ait “BU" terimini ihmal ederek esitliklerin her
iki tarafin1 sagdan F' ile ¢arpip Ornek birim sayisina bolelim. Bu takdirde elde edilen matrise

faktor yap1 matrisi denir ve baslangi¢ verileri i¢in

H=XL U (3.20)
n n
esitligi ile standart veriler igin ise
n n
esitligi ile verilir. Ayrica;
FF'
0= — (3.22)

seklinde bulunacak olan matrise ise ortak faktorler icin korelasyon matrisi denir. Son iki

esitlikten goriildiigii izere faktor yiikleri matrisi ile faktor yapt matrisi arasindaki iligki;

H = L0 veya L = HO~! denklemleri ile verilebilir.



